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Аннотация
Рассматривается эволюционное вариационное неравенство с нелинейным сильно монотонным по
градиенту пространственным оператором в случае, когда одним из параметров, определяющих этот
оператор, является интегральная по пространственным переменным характеристика решения. Полу-
чены достаточные условия, обеспечивающие единственность обобщенного решения.
Ключевые слова: Вариационное неравенство, единственность, нелокальный пространственный
оператор
Summary
We consider the evolution variational inequation with nonlinear strongly monotone with respect to the
gradient space operator in case, when the one of parameters, defining this operator, is the integral solution
characteristic on the space variable. We received sufficient conditions which are providing the uniqueness of
generalized solution.
Key words: Variational inequation, uniqueness, nonlocal space operator.
1. Постановка задачи.
Пусть Ω – ограниченная область пространства Rn, n > 1, QT = Ω × (0, T ). Используя принятые
обозначения функциональных пространств (см., напр., [1], [2]), определим множество
K =
{
v , v ∈ Lp(0, T ;
◦
W 1p (Ω))
⋂
C(0, T ;L2 (Ω)), v > 0 п.в. в QT
}
, p > 1.
Рассмотрим следующую задачу: найти функцию u ∈ K такую, что
∂u
∂t
∈ Lp′(0, T ;W
−1
p′ (Ω)), (1)
u(x, 0) = u0(x) п. в. в Ω , (2)
удовлетворяющую неравенству
T∫
0
〈
∂u
∂t
, v − u〉dt+
T∫
0
〈Lu, v − u〉dt >
T∫
0
〈f, v − u〉dt, ∀v ∈ K. (3)
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Здесь p′ = p/(p− 1) , 〈w, v〉 – значение функционала w из W−1p′ (Ω) на элементе v из
◦
W 1p (Ω), ki, u0
и f – заданные функции, L – оператор, определяемый формулой
Lu = −
n∑
i=1
∂
∂xi
ki(x,∇u,Bu), (4)
∇u – градиент u , B – оператор вида
(Bu)(t) =
∫
Ω′
g(x, u(x, t)) dt , (5)
Ω′ – область, принадлежащая Ω или совпадающая с ней, функция g – известная функция.
Пространственные операторы с нелокальностями вида (5) возникают, например, при математическом
описании диффузии популяции бактерий, когда предполагается, что скорость распространения в точке
определяется глобальным состоянием среды (см., напр., [3] – [5]).
В дальнейшем будем предполагать, что ki(x, ξ, ν), i = 1, . . . , n, непрерывны по ν и ξ , измеримы по
x и при любых значениях аргументов x ∈ Ω, ν ∈ R, ξ1, ξ2, ξ ∈ Rn удовлетворяют условиям
| ki(x, ξ, ν) |6 d0
n∑
j=1
| ξj |
p−1 + d1 , d0 = const > 0, d1 = const > 0 , (6)
n∑
i=1
ki(x, ξ, ν)ξi > d2
n∑
i=1
| ξi |
p −d3, d2 = const > 0, d3 = const > 0, (7)
n∑
i=1
(ki(x, ξ
1, ν)− ki(x, ξ
2, ν))(ξ1i − ξ
2
i ) > c0
n∑
i=0
(ξ1i − ξ
2
i )
p, (8)
Из этих предположений следует, что оператор L , действующий из
◦
W 1p (Ω) в W
−1
p′ (Ω), является
непрерывным, ограниченным, коэрцитивным и сильно монотонным по градиенту.
В работе [6] для задачи (1)–(3) в случае, когда g(x, ξ) = g0(x)ξ (g0 – заданная функция), доказано
существование обобщенного решения.
2. Единственность решения эволюционного вариационного неравенства.
Теорема 1. Пусть выполнены условия (6)–(8). Кроме того, функции ki и g удовлетворяют
неравенствам
|ki(x, ξ, ν1)− ki(x, ξ, ν2)| 6 c1
( n∑
j=1
|ξj |
p−1 + c2
)
|ν1 − ν2|
β , (9)
ξ ∈ Rn, ∀ν ∈ R, ∀i = 1, 2, . . . , n,
|Bv1 −Bv2| 6 c3‖v1 − v2‖
γ
L2(Ω′)
∀ v1, v2 ∈ L2(Ω
′), (10)
здесь c1, c2, c3 – константы, β > 0, γ > 0 – постоянные, удовлетворяющие условиям
βγp′ > 2. (11)
Тогда решение задачи (1)–(3) единственно.
Доказательство.
Предполагаем, что существует два решения задачи (1)–(3) u1 и u2. Тогда из (3), очевидно, следует,
что для любого t1 ∈ (0, T ) справедливы неравенства вида
t1∫
0
<
∂u1
∂t
, v − u1 > dt+
t1∫
0
< Lu1, v − u1 > dt >
t1∫
0
< f, v − u1 > dt, (12)
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t1∫
0
<
∂u2
∂t
, v − u2 > dt+
t1∫
0
< Lu1, v − u2 > dt >
t1∫
0
< f, v − u2 > dt. (13)
Полагая в (12) v = u2, а в (13) v = u1, сложим эти неравенства. В результате будем иметь
t1∫
0
<
∂(u1 − u2)
∂t
, u2 − u1 > dt+
t1∫
0
< Lu1 − Lu2, u2 − u1 > dt > 0. (14)
Или
t1∫
0
<
∂(u1 − u2)
∂t
, u1 − u2 > dt+
t1∫
0
< Lu1 − Lu2, u1 − u2 > dt 6 0. (15)
Второе слагаемое в левой части неравенства (15) обозначим через I и запишем его в виде
I =
t1∫
0
∫
Ω
n∑
i=1
(ki(x,∇u1, Bu1)− ki(x,∇u2, Bu2))
∂(u1 − u2)
∂xi
dxdt =
=
t1∫
0
∫
Ω
n∑
i=1
(ki(x,∇u1, Bu1)− ki(x,∇u2, Bu1))
∂(u1 − u2)
∂xi
dxdt+
+
t1∫
0
∫
Ω
n∑
i=1
(ki(x,∇u2, Bu1)− ki(x,∇u2, Bu2))
∂(u1 − u2)
∂xi
dxdt = I1 + I2.
Из условия (8) следует что
I1 > c0
t1∫
0
‖u1 − u2‖
p
W 1
p
(Ω)dt. (16)
Используя неравенство Гельдера и ε-неравенство, оценим I2 следующим образом
I2 6
1
εp′p′
t1∫
0
∫
Ω
n∑
i=1
|ki(x,∇u2, Bu1)− ki(x,∇u2, Bu2)|
p′dxdt +
εp
p
t1∫
0
‖u1 − u2‖
p
◦
W 1
p
(Ω)
dt. (17)
Используя неравенства (9), (10) и неравенство Гельдера нетрудно получить
∫
Ω
|ki(x,∇u2, Bu1)− ki(x,∇u2, Bu2)|
p′
6 cp
′
1 (n+ 1)
1/(p−1)
∫
Ω
( n∑
j=1
∣∣∂u2
∂xj
∣∣p + cp′2
)
‖u1 − u2‖
βγp′
L2(Ω′)
. (18)
Из (17), (18) и условия (11) следует
|I2| 6
t1∫
0
{
c
εp′p′
(
‖u2‖
p
◦
W 1
p
(Ω)
+ 1
)
‖u1 − u2‖
βγp′
L2(Ω′)
+
εp
p
‖u1 − u2‖
p
◦
W 1
p
(Ω)
}
dt 6
6
t1∫
0
{
c
εp′p′
(
‖u2‖
p
◦
W 1
p
(Ω)
+ 1
)(
‖u1‖L2(Ω) + ‖u2‖L2(Ω)
)βγp′−2
‖u1 − u2‖
2
L2(Ω)
+
εp
p
‖u1 − u2‖
p
◦
W 1
p
(Ω)
}
dt, (19)
где c – константа, значение которой зависит от c1, c2 и меры области Ω. Записав (15) в виде
t1∫
0
<
∂(u1 − u2)
∂t
, u1 − u2 > dt+ I1 6 |I2|
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и воспользовавшись оценками (16), (19), нетрудно получить, выбирая ε так, что c0−εp/p > 0, следующее
неравенство
1
2
‖u1(t1)− u2(t1)‖
2
L2(Ω)
6
6
c
εp′p′
t1∫
0
{(
‖u2‖
p
◦
W 1
p
(Ω)
+ 1
)(
‖u1‖L2(Ω) + ‖u2‖L2(Ω)
)βγp′−2
‖u1 − u2‖
2
L2(Ω)
}
dt. (20)
Так как u1, u2 ∈ Lp(0, T ;
◦
W 1p (Ω)) ∩ C(0, T ;L2(Ω)) и выполнено условие (11), то сомножитель при
‖u1 − u2‖
2
L2(Ω)
в правой части неравенства (20) является интегрируемой на (0, T ) функцией. Поэтому из
леммы Гронуола (см., напр., [7], c. 87) вытекает что ‖u1(t1) − u2(t1)‖L2(Ω) 6 0 для любого t1 ∈ (0, T ).
Следовательно, u1 = u2 почти всюду в QT . Теорема доказана.
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